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Introduction

Je tiens tout d’abord a remercier Daniel pour sa disponibilité et sa bonne humeur constante. Merci
aussi a Romain Demangeon pour ses nombreuses réponses a mes questions non moins nombreuses, et a
Oliver Laurent pour ses cours de soft linear logic accéléré. Merci a toute ’équipe Plume pour son accueil
chaleureux pour ce (trop) court tour de manége. Merci enfin a tous ceux qui ont pris un peu (ou beaucoup)
de leur temps pour relire ce document.

Ce rapport présente la majeure partie des travaux effectués pendant ces six semaines sur le n-calcul
d’ordre supérieur, et plus particuliérement la terminaison de ces calculs, et dans une moindre maniére,
s’intéresse a la complexité implicite dans le monde concurrent. Dans un premier temps, nous présentons le
contexte dans lequel s’inscrit le probléme (terminaison, programmes concurrents), dans un second temps,
I’état de ’art de la terminaison en nt-calcul d’ordre supérieur, et dans un dernier temps, un calcul qui étend
les m-calculs d’ordre supérieur dont la terminaison est étudiée. En outre un petit résultat de complexité
implicite est donné pour ce langage.
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1 Cadre informel du probléme

1.1 Programmes séquentiels et programmes concurrents

Les premiers calculateurs avaient pour but de mener de longs et fastidieux calculs de maniére au-
tomatique, en exécutant une liste d’instructions (algorithme) concue par des humains. Avec 'arrivée de
Pordinateur, et 'explosion de puissance de calcul associée, des algorithmes de plus en plus subtils ont été
congus, tirant partie des nouvelles facultés des machines. La situation s’est peu a peu inversée : la demande
en calcul a pris le pas sur Paugmentation réguliére de la puissance de calcul, jusqu’a la dépasser récem-
ment, et de nouvelles solutions ont di1 étre trouvées. La collaboration de plusieurs machines a la résolution
d’un méme probléme est donc une alternative répandue pour diminuer le temps de calcul. On peut citer
Seti@home qui fait travailler en paralléle des milliers de machines a travers le monde pour analyser des
données scientifiques.
Les programmes qui consistent simplement en une exécution linéaire d’instructions sont appelés sé-
quentiels alors que les programmes mettant en scene plusieurs agents communiquant et évoluant en paral-
lele sont appelés concurrents. Ecrire un programme séquentiel exempt de bogues est une tache ardue, mais
écrire un programme concurrent exempt de bogues I’est encore plus.
Deux architectures de programmes concurrents sont trés courantes :
> les programmes avec une architecture client/serveur : un serveur est chargé de contrdler I’acces
concurrent de plusieurs clients a une méme ressource. Par exemple, quand vous effectuez une re-
cherche google, vous accédez a leur base de données en méme temps que des milliers d’autres clients.

> un programme composé de plusieurs threads (c’est-a-dire des sous-programmes légers) qui évoluent
en paralléle en faisant des taches différentes. Par exemple, quand vous copiez des fichiers d’un en-
droit & un autre, on peut imaginer qu’il y a deux threads s’exécutant en paralléle, 'un chargé de
copier les fichiers, 'autre de mettre a jour la barre de progression et de répondre aux interactions de
l'utilisateur.

1.2 Terminaison

Une propriété intéressante, que les programmes devraient toujours vérifier, est de toujours renvoyer un
résultat. Pour ce faire, il faut que I’algorithme termine, autrement dit, exécute un nombre fini d’opérations,
indépendemment de son entrée. Cependant, savoir si un algorithme termine est une propriété indécidable,
c’est-a-dire qu’on ne peut pas automatiquement (par 'intermédiaire d'un programme) dire si un algorithme
termine. Tout ce qu’on peut faire, ce sont des approximations de cette propriété, i.e. mettre au point un filtre
qui permet de n’accepter que des programmes qui terminent. Ce faisant, on sera amené a considérer comme
invalides des programmes qui pourtant terminent.

Cependant, méme étant donné un programme, savoir s’il termine pour toute entrée est un probléme
délicat. Par exemple la conjecture de Syracuse, qui postule la terminaison de ’algorithme suivant : on part
d’un entier n € IN, si n = 1, on s’arréte, sinon, si celui-ci est pair, on répéte le processus avc entier #/2, si
celui-ci est impair on répéte le processus avec 3n + 1. Savoir si pour tout entier 1, ’algorithme termine est
un probléme ouvert.

La terminaison dans un cadre concurrent prend un autre sens : les serveurs sont par exemple congus
pour ne pas terminer, en attendant des requétes, ils ne terminent donc pas (c’est le but). Ce qu’on attend
d’un serveur c’est qu’il soit toujours réactif, c’est-a-dire qu’une requéte ne puisse pas le faire partir dans
une boucle infinie. Dans un programme concurrent pur, cela signifie que pour n’importe quelle interaction
fixée correcte, le programme engendrera une quantité d’interaction finie.
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Un exemple de processus divergent classique, c’est le serveur qui, a chaque réception d’une requéte,
démarre une requéte sur lui-méme. Dés que ce serveur re¢oit une requéte, il part dans une boucle infinie
en générant une infinité de requétes. Plus généralement, avec des cycles on a des serveurs divergents : si,
quand on contacte le serveur A, celui-ci émet une requéte pour le serveur B, et réciproquement, alors dés
qu’on contacte un des deux serveurs, cela explose.

1.3 Programme concurrent d’ordre supérieur

La plupart du temps, les programmes concurrents communiquent en s’échangeant des données comme
des nombres entiers, des mots ou méme des flots de caractéres plus ou moins faciles a interpréter. Un pro-
gramme concurrent d’ordre supérieur est un programme concurrent capable d’échanger des programmes
en communiquant. C’est devenu tres courant a présent sur le Web, car a peu prés tous les sites web pour
ajouter du dynamisme a leur interface, font télécharger aux clients du code JavaScript ! chargé d’une part
d’interagir avec l'utilisateur (pop-up, complétion, etc.) et d’autre part d’interagir avec le serveur (mise a
jour automatique d’un contenu par exemple).

Cela peut aussi servir a remplacer a chaud du code s’exécutant sur un nceud du réseau, pour faire une
mise a jour d’un service qui ne doit pas s’interrompre (Hot code Swapping).

1.4 Outils pour la terminaison

Afin d’identifier une classe de programmes comme terminant, il nous faut étre capable de parler ma-
thématiquement de deux choses : des programmes et de leur exécution. La premiére notion est celle de
langage formel et la seconde de réduction.

Langage formel Un langage formel est une abstraction mathématique d’un langage concret qui permet
de se débarasser d’aspects inintéressants pour le traitement des programmes (par exemple, des aspects syn-
taxiques). Prenons comme langage concret les expressions arithmétiques ne faisant intervenir que comme
opérateurs 'addition et la multiplication. Alors (2 + 2) + 2 et ((2) + 2) + 2 sont des expressions syntaxi-
quement différentes, mais pourtant représentent le méme calcul. Pour s’abstraire de cela, il faut identifier
ce qui est important : les opérateurs (+, X) et leurs arguments qui sont a nouveau des expressions. On peut
donc représenter les deux expressions sous forme d’un arbre :

7N\
AN

Cette représentation des expressions permet donc d’oublier le parenthésage, les espacements, et toutes
les formalités syntaxiques. Avec cette idée en téte, on peut définir le langage formel des expressions arith-
métiques ainsi :

e e =1 entier naturel
|e+¢ somme

|exe produit

1. Ou flash, pour les impurs.
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Ce qui signifie :
> tout entier 7 tout seul est une expression arithmétique notée 7 (en langage d’arbres, on parle de
feuilles, elles sont tout en bas de I'arbre);
> sieete’ sont des expressions arithmétiques, alors

+ et X

sont des expressions.

Réduction Lanotion de réduction permet de décrire comment un programme se réduit, c’est-a-dire, s’exé-
cute. On essaye en fait de capturer une étape atomique de calcul, et 'on note e — €’ pour dire que ¢ se réduit
en ¢’ par un pas de calcul. Par exemple, on peut définir la réduction pour nos expressions arithmétiques
ainsi :

g_}g/ d_)d/ g_)gl
n+n —>n+n nxn —nxn g+d—g +d g+d—g+d gxd— g xd
d—d
gxd—gxd

La barre dénote une régle d’inférence et signifie “si ce qui est au-dessus de moi est vrai alors ce qui est
en-dessous aussi”, et en particulier s’il n’y a rien au-dessus alors ce qui est en-dessous est toujours vrai.

Les deux premieres régles signifient que lorsqu’on a une expression de la forme 3 + 3 ou 2 X 3, on
peut réduire en une seule étape vers 6. Les autres régles signifient qu’on peut réduire “sous” les plus et les
multiplier, pour chercher des opérations qu’on peut faire. C’est ce qu’on fait intuitivement quand on réduit
(2 +2) X 2 : on a quelque chose de la forme e X 2, qu’on ne sait pas réduire, donc on descend dans e et on
trouve 2 + 2 qu’on sait réduire : donc (2 + 2) X 2 — 4 X 2 par la troisiéme régle, puis 4 X 2 — 8 par la
deuxiéme regle.

Terminaison d’une réduction Muni de notre langage formel et de notre réduction, on voudrait a présent
prouver qu’il n’y a pas d’expression arithmétique e admettant une séquence infinie de la forme e — e; —
e, — .... Une fagon standard de procéder est de trouver une quantité, que l'on appelle mesure pour chaque
expression qui décroit strictement lors de la réduction. Cette quantité doit étre a valeur dans un ensemble
avec un ordre bien fondé, comme les entiers naturels, ou il n’y a pas de séquences infinies 11; > 1, > ...
La décroissance stricte permet donc d’exclure la divergence des termes. Dans notre cas, on peut remarquer
que le nombre d’opérateurs arithmétiques dans I’'expression décroit de un lors d’une réduction, c’est-a-dire
que si e — ¢’ alors on a mangé un opérateur arithmétique. Cela permet donc de conclure.

2 m-calcul d’ordre supérieur

Dans cette section, on présente les m-calculs étudiés par la littérature : t-calcul du premier ordre avec
une preuve de terminaison dont I'idée sera reprise dans la section 3, et t-calcul d’ordre supérieur, point de
départ de mon stage.
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2.1 m-calcul

Le mt-calcul est un langage formel adapté a la description des interactions entre agents qui commu-
niquent sur des canaux. Les termes du 7t-calcul (appelés processus) sont décrits par la grammaire suivante :

P,Q ==P|Q composition paralléle
a(x).P réception sur un canal 4

la(x).P  réception répliquée sur un canal a

ax) envoi de x sur a
(va)P restriction
0 zéro

Il y a communication lorsqu’un processus qui écrit sur a (a{y)), rencontre un processus qui écoute sur a
(a(x).P). Dans ce cas-13, ils se synchronisent et le processus P[y/x] (P dans lequel y substitue x) est exécuté.
Il y a en fait deux types de réceptions : répliquée ou non. La différence est que dans le cas répliqué, le
processus qui écoute demeure aprés réception d’une donnée. C’est donc une construction qui permet de
représenter des serveurs. Formellement on a les deux réductions :

> communication non répliquée : a(x).P || a{y) — Ply/x];

> communication répliquée : 'a(x).P || ay) —!a(x).P || P[y/x].

On ajoute a ces deux-la un certain nombre de regles de passage au contexte pour réduire a 'intérieur des
compositions paralléles et sous les restrictions. Les restrictions servent a créer un nouveau nom frais qui
ne sera accessible que dans P. Par exemple, si on a a(x).P || (va)a(y), il n’y aura pas communication, car
I'utilisation du nom a est restreinte dans le sous-terme de droite. En pratique, on considérera que ce genre
de situations n’arrivera pas et on supposera que deux variables identiques ne sont pas liées a des endroits
différents et qu’aucune variable n’apparait a la fois libre et liée dans un terme.

Les données échangées en mn-calcul varient en fonction du dialecte étudié mais on considérera ici qu'on
pourra échanger uniquement d’autres canaux. Ainsi on peut écrire le terme ! a(x).x{a) qui est un processus
qui attend sur a une adresse et qui envoie sa propre adresse 4 cette addresse. 2

Divergence en m-calcul Pour faire des divergences, on s’apercoit rapidement qu’il faut utiliser des com-
munications répliquées, car lors de communications non répliquées, on diminue la taille du terme. On
peut encoder notre exemple de la section 1.2 ainsi en n-calcul : !a(x).a{x) || a{y). Ce processus se réduit
sur lui-méme en une étape. De la méme maniére, on peut écrire un cycle de serveurs qui se passent les
requétes.

Typage en nt-calcul Le typage simple en nt-calcul est un peu particulier : au lieu d’attribuer des types aux
programmes (“ce programme attend un entier et renvoie deux entiers”), les processus n’ont pas de types
et on attribue un type a chaque canal qui représente les données transportées sur le canal. Par exemple,
fint dénote le type d’un canal qui transporte des entiers. Le typage simple permet de rejeter des termes
malformés du type a(42) || a{(42,42)) qui pourrait créer une erreur a 'exécution, mais n’assure en rien la
terminaison car ’exemple du paragraphe précédent est accepté.

Idée de terminaison en m-calcul On esquisse ici un systéme de typage qui permet d’assurer la terminai-
son des processus présenté dans [ ]et] ]. L’idée est d’imposer une stratification des canaux :

2. C’est la fonctionnalité “Recommander ce service a un ami” des réseaux sociaux.

Terminaison des systémes concurrents d’ordre supérieur Simon Castellan



Rapport de stage de L3 Page 7/ 20

P,Q =:=0 z€éro
VW i=() unit |P||Q composition paralléle

| a({V) envoi d’une valeur
| x variable

|Ax. P processus paramétré |a(X).P réception d’une valeur

|VW  application

| (va)P  restriction
FIGURE 1 - Syntaxe du nt-calcul d’ordre supérieur

chaque canal aura un niveau (€ IN). Chaque processus aura un poids qui représentera le niveau du plus
haut canal sur lequel le processus envoie des données. La vérification se fait alors au niveau des réceptions
répliquées : on vérifie que le corps a un poids strictement inférieur au niveau du canal sur lequel on écoute.
Ainsi, quand on fait une communication répliquée, on passe de !a(x).P || a(y) a 'a(x).P || P[y/x]. Et par hy-
pothese de typage, P[y/x] est plus petit que a(y), donc on a bien une décroissance. Les regles sont données
dans la figure 6, elles seront exploitées dans la section 3.4.

2.2 Présentation du nt-calcul d’ordre supérieur

On expose dans cette section le n-calcul d’ordre supérieur traité dans [ Jet[ ].

En m-calcul d’ordre supérieur, on transmet des valeurs qui sont des processus paramétrés. Formelle-
ment, la syntaxe est donnée par la figure 1. On a une tres forte restriction sur les fonctions, elles doivent
renvoyer un processus. Les types fonctionnels sont donc de la forme T — ¢, ou ¢ désigne le type des
processus.

La réduction dans ce calcul se base sur deux régles :

> la B-réduction : (Ax. P)V — P[V/x];

> la communication : a(x).P || a{(V) — P[V/x].

Divergences Par rapport au m-calcul classique, on perd la capacité de réception répliquée. Cependant,
on peut la simuler, en utilisant du spawning : ! a(x).P peut se représenter par (vb)(S || b{1x.S)) avec S
b(k). (k() [| a(x).(P || b(k))) L’idée est de se passer une continuation qui représente une écoute, et ensuite de
se la renvoyer, pour la recevoir a nouveau (etc). En effet, k désignera toujours S (cette forme de définition
permet de faire une sorte de point fixe 'opérateur R = R || a(x).P). En utilisant cette idée, on peut trouver
un processus divergent : si on pose 6 £ (a(X).X () || a(X)), alors 0 || a{Ax. 0) se réduit en lui-méme en deux
étapes.

Pour assurer la terminaison de ces calculs, il y a deux familles de systémes de type :

> les systémes qui stratifient les canaux comme celui esquissé a la section 2.1;

> les systémes qui controlent la duplication des variables avec des techniques inspirées de la logique

linéaire.

Un exemple de systéme appartenant a la premiére famille est détaillée dans la section suivante. Pour la
seconde famille, ils sont diis notamment a [ 1.

Terminaison des systémes concurrents d’ordre supérieur Simon Castellan
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I''x:t+P:n TrV: T TrW:rt
LAaMBDA-ApP

TrHAx.P:7 oM, TFVW:n

LAMBDA-ABSTR

T+V:it T(@=Ch(r) Wl(r)<k
Tra(Vy:k

CHAN-SEND

FIGURE 2 — Principales régles de typage pour le systéme « analyse d’envois »

2.3 Terminaison en analysant les envois

Un premier systéme pour la terminaison de ce calcul est proposé dans [ ]. L’idée est un peu la
méme que celle esquissée dans la section 2.1, mais en analysant les envois : pour envoyer une valeur V sur
a, il faut que son “niveau” soit inférieur au poids de 4. Comment définit-on le niveau de V ? On voudrait
que toutes les valeurs de méme type aient le méme poids (pour des résultats de Subject reduction), on va
donc parler des effets au niveau des types. Pour cela, on adopte une grammaire simple pour les types :
T == unit | T —" «. Cela signifie qu'une valeur représente soit () soit Ax. P avec P de poids n — 1.° Le
niveau de T est alors 0 pour unit et 7 pour T =" ¢. Quelques régles de typage importantes sont données
en figure 2. Cela définit par extension deux jugements I' - P : net I' - V : 7. Chy(7) est le type des canaux
transportant des valeurs de type T et de niveau k.

Pour établir la terminaison, on associe a chaque processus bien typé un multi-ensemble m(P) constitué :

> des niveaux des envois qui ne sont pas dans un message ;

> des niveaux des abstractions lorsqu’on a un redex de la forme (Ax. P)W.

Cela permet d’établir la terminaison facilement : quand on fait une -réduction, on mange un n + 1 (si
le poids du corps de la fonction est 1), et on ne génére que des termes de niveau au plus 7. Idem quand
on fait une communication. Dans la suite de 'exposé, il n’y aura plus besoin de brider autant I'usage des
abstractions.

3 Contribution principale du stage : Ax

AT est une tentative introduite lors du stage de monter plus haut dans I'ordre supérieur (par rapport
ajf ]) en autorisant toutes les fonctions, et pas seulement celles dont le domaine d’arrivée sont les
processus. Plus précisément, le but est de contenir tout le A-calcul simplement typé, et tout le m-calcul
d’ordre supérieur. De plus, on verra a la section 3.4 qu’on contient également tout le t-calcul.

3.1 Syntaxe et sémantique opérationelle.

La grammaire des valeurs et des types est donnée par la figure 3 et la sémantique opérationnelle par
la figure 4. On supposera que tous les termes n’ont aucune variables libres et variables liées de méme nom
et qu'une méme variable n’est pas liée a deux endroits différents. On note f[u/x] la substitution de x par u
dans t en évitant les captures.

= désigne la congruence structurelle entre processus définie de maniére habituelle (en étendant la
définition de [ ]) sur les termes de Aw. Notons qu’aucune stratégie n’est privilégiée (appel par nom,

3. Le -1 est 1a pour assurer une preuve de terminaison facile.

Terminaison des systémes concurrents d’ordre supérieur Simon Castellan
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tu i=x variable T,05= 09T type fonctionnel
| Ax.t  A-abstraction e processus de poids e
| tu application

| a(x).t réception sura
| a(t) envoi sur a
| (va)t  restriction

|t|lu  composition paralléle

|0 z€ro
FIGURE 3 - Syntaxe de Ant
-RED COMMUNICATION — t—t t—t
p (Ax. t) u — t{u/x] a(x).t || a{u) — tu/x] = — y
alty — al{t’) tu—tu
u—u t—>t t—>t P=Pr Pr-Q Q=0
tu—tu tlu—-t||u (va)t —» (va)t’ P-Q

FIGURE 4 - Sémantique opérationnelle de A

par valeur, ...), et qu'on réduit a I'intérieur des messages, cependant on ne réduit pas sous les abstractions

et les

réceptions.

Quelques exemples de programmes :

>

>

on a les termes divergents classiques du A-calcul et du m-calcul : (Ax.x x)(Ax.x x) ainsi que S || a(S)
avec S £ Az.(a(k).k ()l[a<k))

on réduit sous les envois, ce qui permet de faire de la passivation (étudié par exemple dans [ 1.
c’est-a-dire qu’on voit le terme a(P) (ou P représente un processus) non pas comme l'envoi d’'un
processus mais comme un processus s’exécutant a la localité a. Dans ce contexte, a(X).Q signifie
« récupérer le processus s’exécutant a la localité a, 'y dter et exécuter Q ». Avec ce mécanisme, on
peut représenter la technique de Hot code swapping qui consiste a remplacer du code s’exécutant sur
un neeud a chaud. Avec ce mécanisme, il suffit de faire a(X).a(Q) pour remplacer par Q le processus
s’exécutant sur le nceud a. Cependant, deux processus s’exécutant sur deux localités ne peuvent
pas communiquer directement : dans a(P) || b{Q), P et Q ne peuvent pas communiquer. On a une
solution partielle a ce probléme. Notonsa, b, c, ... pour des localités et x, , ... pour des canaux destinés
a la communication. Si on veut envoyer un message sur le canal x a une localité a, on peut écrire
a(P).a(P|[x{t)) ce qui a pour effet de remplacer le processus s’exécutant sur 4 par lui-méme mis en
paralléle avec 'envoi du message désiré. Cependant faire I'inverse (récupérer un message depuis
une localité) semble étre plus délicat avec la réduction considérée ici.

Terminaison des systémes concurrents d’ordre supérieur Simon Castellan
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I'x)=r x:tkt:o I'tt:t>o0 Fru:t
AXIOME ——— LAMBDA-ABSTR ————— LAMBDA-APP
T'rx:t T'rAxt:t—>o0 I'rtu:o
Frt:e Fru:eée I'(a) = Chy(7) Frt:t
ZERO ————— Par-Compr CHAN-SEND —
I'r0:0 F'rtllu:ewe Tralt): {k}
I'(a) = Chy(7) Ix:trt:e e < {k} Fa:Chy(t)rt:t
CHAN-RECV CHAN-RES
T'ralx).t:o '+ @a):t

Trt:o =0
Trt:o

SUBSUMPTION

FIGURE 5 - Régles de typage de Axt

3.2 Typage

On définit un jugement de typage I' F t : T dérivé du A-calcul simplement typé et du typage de la
section 2.1. Notons que les processus ont pour type un multi-ensemble fini d’entiers décrivant les effets de
ce processus : les effets sont les niveaux des canaux sur lesquels le processus fait un envoi a la racine. Les
régles sont données a la figure 5, out Chy(t) désigne le types des canaux de niveau k et transportant des
valeurs de type 7.

Aux régles naturelles, il faut ajouter une régle de sous-typage pour deux raisons :

> lors d’une réduction, le poids d’un processus, donc son type peut diminuer et entrainer des compli-

cations. Siona f t — f t’ et que le poids de ' est inférieur a celui de ¢, alors f doit changer son
type pour accepter t’, ce qui n’est pas toujours possible ;

D> si on veut utiliser une fonction (ou un canal) avec des processus de poids différents : f 0| f (a(x))

par exemple, f doit étre de type @ — 7 et {lvl(a)} — 7 avec ce systéme sur les processus.
Pour introduire une régle de sous-typage, il nous faut déja introduire ’ordre sur les types. On le définit
ainsi :

> e < ¢ sietseulement sie < e’ pour 'ordre multi-ensemble ;

> o0—1=0 — 7 sietseulementsic’ <ocet7t 7.

Lemme 1 (Compatibilité par substitution). — Soient t, u deux termes tels que',x : T+t :0cetT' Fu: T
AlorsT + t{u/x] : o.

Démonstration. On remarque que dans une dérivation, lorsqu’on descend dans les sous-termes, le contexte
ne peut que grossir. Les feuilles de la dérivation de typage de ¢ concernant la variable x sont donc de la
forme I, A + x : 7. Par hypotheése sur la forme des termes (pas de variable étant liée deux fois), on a
I, A F u: 1, et cette feuille peut donc étre remplacée par la dérivation I', A + u : 7 et en faisant cela sur
chaque feuille qui parle de x, on obtient une dérivation de I' + f[u/x] : 0. O

Lemme 2 (Subject reduction). — SiT' +t:tett = ' alorsT -t : 1.

Démonstration. Par induction sur t — #'.
> cas de la B-réduction : ne pose pas de problémes avec le lemme 1
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> sionaa(x).P | a(v) — P[v/x]. Sik estle niveau de a alorsonal,x: 7+ P :eavece < {k} et Tle
type des valeurs transportées par a. Alors avec le lemme 1 on a I'  P[v/x] : e puis par sous-typage
I'+ Plou/x] : {k}

> pour les autres régles, il suffit d’appliquer ’hypothése d’induction.

3.3 Une preuve de terminaison

Comme ce langage inclut le A-calcul simplement typé, j’ai pensé qu'une preuve de réduction par can-
didats [ ] serait adaptée. Pour cela, on définit par induction sur o, les termes réductibles de type
0:

> si P est un processus de poids e alors P est réductible si et seulement si il est fortement normalisable ;

> sif est un terme de type T — 7, alors il est normalisable si et seulement si pour tout terme u

réductible de type 7, t u est réductible de type 7’.
Par abus de langage, on supposera que tous les termes que ’on considére sont typables, sans forcément le
mentionner. Il est facile de vérifier que les termes réductibles vérifient bien les trois critéres de réductibilité :
malgré I'ajout de régles de réduction, la preuve reste la méme que dans [ ]. On notera qu’ici les seuls
termes neutres sont les abstractions.

1. tout terme réductible est fortement normalisable ;
2. 'ensemble des termes réductibles de type 7 est stable par réduction.

3. si t n’est pas une abstraction et que tous les termes #’ tels que f — t’ sont réductibles, alors f est
réductible.

Ensuite, on a encore un lemme qui se prouve de la méme facon que dans [ ]:

Lemme 3. — Sit esttel que ', x : T F t: 0 et si pour tout terme u réductible de type T, t{u/x] est réductible
de type o alors Ax. t est réductible de type T — ©.

A présent, on a besoin de voir ce qu’il se passe du coté des processus. On s’intéresse a un processus de
la forme P || Q. 1l a trois évolutions possibles :
> soit P || Q évolue vers P’ || Q (ou P || Q’) sans communication entre P et Q en faisant juste une
réduction P — P’ (ou Q — Q’);
> soit P || Q évolue vers R et les deux processus P et Q communiquent (il ne peuvent pas faire de
B-réduction) et donc on a consommé un envoi. Un peu plus formellement, si on a par exemple,
Pl Q = a).P' ||a{t) || S — P[t/x] || S = R, alors, on avait I' + a(x).P || a{t) || S : {k} we et
T F Pltx]||S : e Weavec e’ < {k} par la régle CHAN-RECV. Dongc, lors d’'une communication a
la racine du terme, le poids du processus décroit : c’est-a-dire qu’on peut trouver une dérivation qui
attribue au terme réduit un poids plus faible.
Avec cette remarque, on est prét a démontrer le lemme central. Cependant, il reste encore le probleme de
la régle de sous-typage. Le lemme suivant permet d’ignorer les régles de sous-typage dans une dérivation :

Lemme 4. — Si 0 et T sont des types tels que 0 < T, alors tous les éléments réductibles de types o sont
réductibles de type T.

Démonstration. Par induction sur o.
> Si o est un type de processus, alors c’est clair.
> Sio =07 > 0petT=17] = Ty avec 71 = 07 et 0y <X Ty. Soit # un terme réductible de type o, et t un
terme réductible de type 77. Il faut montrer que u ¢ est un terme réductible de type 7. C’est vrai, car
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t est réductible de type 07 par induction, donc comme u est réductible de type o, u t est réductible

de type 0, puis réductible de type 7,, encore par réduction.
O

Lemme 5. — Soit un termet tel que (xq : 01, ... , X, : 0,,) F t : T. Pour tous Xy, ..., Xy, Uy, ..., U, tels que u; soit
réductible de type o; alors t[u;/x;]; (ce qui sera noté t[u/x]) est réductible.

Démonstration. On procéde par induction sur 'ordre bien fondé sur les dérivations de typage suivant :
«m <7 sietseulementsionam:TFt:_et7 : "+t : 7 et que ou bien 7 est une sous-dérivation de
7t" ou bien 7,7’ sont des multi-ensembles, T < 7/, et I' = I” ». Cela permet de faire une double induction
sur la structure des termes et a la fois sur leur poids. On suppose a présent que 7t : I'  © : 7, et on raisonne
par cas sur la structure de v.
Enfin, grace au lemme précédent on suppose que la derniére régle appliquée n’est pas subsubmption,
car sinon on utilise le lemme précédent pour conclure directement par induction.
> Siv =t t, on applique I'hypothése d’induction sur les dérivations de typage de t et ¢’ : t[u/x] est
réductible d’un type fleche, et t'[u/x] est réductible du type de son argument, donc par définition,
(t ')[u/x] est réductible ;
> siv = (va)touv =0ouv =a(t), v =a(x).t, on a dans tous les cas trés facilement par induction que
v[u/x] est fortement normalisable ;,
> si v = x;, alors on conclut car u; est réductible ;
> siv = Ay.t avec v : 0 — o’ alors par induction, pour tout #’ réductible de type o, t[u/x, 1’ /y] est
réductible de type 0’ et donc par le lemme 3, v est réductible ;
> siv = PJ| Q, c’est le cas délicat de la démonstration. Il faut montrer que P[u/x] || Q[u/x] est fortement
normalisable. On sait par hypothése que P[u/x] et Q[u/x] le sont. Supposons avoir une suite infinie
de réductions a partir de v[u/x]. Alors, il y a forcément une communication a partir d’un certain
point entre P[u/x] et Q[u/x] car ces deux processus sont fortement normalisants. On a donc une
situation de la forme P[u/x] || Q[u/x] =" a(x).P’ || a{t) || R — P’'[t/x] || R — ...
On sait qu’on a une dérivation I', A + P’ : e < {k}, ou k est le niveau de a. Alors on a une dérivation
7/ : T + P’[t/x] : e. Récapitulons, nous avons I' + Plu/x] || Q[u/x] : ey, puis T’ + a(x).P’ || a{t) || R :
eg = {k} Wer. Donc, on a une dérivation I' - P'[#/x] || R : eWeg < ey, ce qui permet d’appliquer I’hy-
pothése d’induction a cette dérivation. Ainsi P[t/x] || R est fortement normalisable, ce qui contredit
I'hypothése initiale de divergence de v[u/t].
O

Théoréme 1. — Tout terme bien typé clos de Ax est fortement normalisable.

Remarquons que si on autorise la réduction sous les abstractions, la preuve fonctionne toujours.

3.4 Encodage du mt-calcul

Lors du passage du m-calcul a Ax, on a perdu deux choses essentielles :

> la possibilité de faire des réceptions répliquées;

> la possibilité de transmettre des canaux.
Le premier point est résolu par le spawning (décrit par exemple dans [ ]). Bien que At ne permette pas
toutes les possibilités décrites par cet article, on peut tout de méme utiliser la méme astuce qu’en section
2.2. Le second point peut se résoudre avec une autre astuce : I'idée est d’encapsuler un canal 4 par deux
fonctions qui représentent les deux capacités sur un canal : capacité de réception et d’émission.
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T'x)=1 T(a) = f*7 T,x:trp Pk I'(a) = 7 Ix:trp Pk <k T(a) = 7

Ipalx): k T'tpa(x).P:0 T'tplax).P:0
T'rpP:k TrpP K Ta:#trp Pk Fx)=t T() =4
T'+p P|| P : max(k, k') T'tp (va)P : k I'rpaix):k

FIGURE 6 - Régles de typage pour la terminaison en 7t

Ainsi, si on rajoute les couples a A, on peut représenter un canal a par le couple (Ax.ax), A f. a(x). f x),
ce que l'on notera wrap(a).

On peut donc ainsi traduire les termes du m-calcul en Az. Pour tout terme ¢ du calcul mentionné en 2.1
dont les régles sont données en figure 6, on associe un terme [[t]] de As. Notre encodage distingue deux
type de canaux :

> les canaux natifs qui seront traduits tels quels sur lesquels on peut directement faire des entrées/-

sorties (notation : a, b) ;

> les canaux encapsulés, ce sont des canaux recus qui sont donc sous la forme d’un couple, pour faire

une opération dessus, il faut récupérer la bonne composante (notation : x, ).
Notre traduction prend donc en argument, en plus du processus P, une partition A, X des canaux libres de
P dans I'idée que les canaux de A représentent les canaux natifs et ceux de X les canaux encapsulés.

[a(x¥)-Pl]ax = (snd a)(Ax. [[P]] g xuix)) sia € X;

[a(x).P]]ax = a(®). [[P]]axupy) sia € A;

[a(b)]]ax = a{wrap b)sia, b€ A;

@)Tax = ) si (@,y) € AX X

[x{(b)]1a x = fst x (wrap b) si (x,b) € X X A;

[x<y>]]Ax =fstxysixyeX;

[0]]ax = 0;

[P QIlax = [[P1lax I IQ1Ax

[(va)P114 x = [[P]]; [@UAX S

['a(x).Pllax = (wb)(S | b(Ax. S)) ou S est le processus b(k).a(x). ([[P]]A yux |l bk || k()) sia € A,
sinon il faut remplacer a(x) par snd a(Ax....) comme pour les réceptions non répliquées.

Pour valider notre encodage de 7 en Aswt, on présente deux lemmes :

> [
[
[
[
[
[
[
[
[
[

vV VVVvVVVVVV

Lemme 6. — Simulation Soient P, Q deux processus clos du n-calcul de variables libres A. Si P — . Q alors
[([Pllae =3~ Q

La simulation ne marche que si on considére que les canaux libres sont encodés nativement (d’ou le
X = @ du lemme), car si 'on regarde [[a(x).P || a{t)]lg s,y = (snd a(Ax.[[P]])) || fsta t, ce dernier ne se
réduit pas..

Démonstration. Rien de tres difficile ici, on traite les deux cas de réduction primitifs.
> Sionaa(x).P’ ||a(b) — P'[b/x], alors [[Plla o = a(x).[[P]];L{x} || a{b) ce qui se réduit dans A7 vers
[[P]]’A’{x}[b/x] = [[P'[b/x]]] 4,5 ce que I'on voulait.
> Sionala(x).P’ || a{by —'a(x).P’ || P’[b/x], alors :

4. Ce n’est pas exactement le systéme original de [ ], il correspond mieux a notre systéme pour An
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Ix:t+t:o Trt:t—>o0 Trtu:t
LAMBDA-ABSTR ———— LAMBDA-APP ZERO ————
T'rAxt:T1—>o0 Trtu:o T'r0:0
Frt:k Fru:k T'(a) = Chy(7) Frt:t
Par-Comr CHAN-SEND —
T+t u:max(k k') T'vra(t): k
I'(a) = Chy(7) Ox:trt:k kK <k Fa:Ch(r)rt:t
CHAN-RECV CHAN-RES
T'ta(x).P:0 F'r@a)t:t
T'rt:o c<ao
SUBSUMPTION
I'rt:o

FIGURE 7 — Régles de typage de At — entiers

[[P14,0 = ve(S | BXAx.S)) || a(b)
= (vo)(S I SOl a(b)
— o) @@). ([[P11y 1 1l B(SY 11 (Ax.S) ) 11 a(b))
— We)([[P11 g [b/x] | B(SY 11 S)
= [[P'[b/xM a0 | ! a(x)-P 1140
O

Le systéme pour Ar est basé sur des multi-ensembles pour des processus alors que le systéme pour
7t utilise des entiers. Pour des raisons d’uniformité, on donne un jugement qui attribue des entiers aux
processus pour An. Le systéme avec des multi-ensembles est nécessaire a 1’établissement de la preuve de
terminaison : on ne peut pas simplement s’en tirer avec une mesure qui décroit a chaque communication
a cause de la subtilité de An. Le jugement avec des entiers est donné en figure 7. Le lemme suivant énonce
une équivalence basique entre les deux systémes de type.

Lemme 7. — Soitt un terme de Ar et k un entier. Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :
(i) il existe I tel que T vt : k dans le systéme a entiers;
(ii) il existe I ete tel que T + t : e dans le systéme a multi-ensembles et maxe = k

On ne s’attarde pas trop sur ce résultat pour des raisons d’espace. Dans tout le reste de cette sous-
section, on considére a présent uniquement le systéme a entiers pour Ar.

Définition 1. — Encodage des types On définit un encodage des types de m dans ceux de Ar ainsi :
> [[unit]] = 0;
> [[#71] = ([[<]] = k) x (([[7]] = (k= 1)) — 0).
Le k — 1 est la pour s’assurer que, dans le corps d'une réception, on ne dépasse pas le niveau du canal.

Théoréme 2. — Soit P un terme du n-calcul tel que T +p P : k tel que tous les canaux de ' sont de poids au
moins un. Alors pour toute partition A, X du codomaine de T, on définit le contexte I'"* par
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I*,b: Cho(0),p: 0,x: [[TN + [[PIlamus I P11 D<) : k' <k T%,b:Cho(0)S:0  T(b) = Cho(0)
I*,b: Cho(0) F b(p).a(x)-([[P)] a,us) | p | bp) : 0 I*,b: Cho(0) - b(S) : 0
T*,b: Chy(0) - S || ¢Sy : 0
T* F (vb)(S || B(SY) : 0

FIGURE 8 — Dérivation de typage pour 'écoute répliquée. Hypothése I' -p!a(x).P : 0

> T*(a) = Ch([[7]]) sia € A etT(a) = f*7;
> I"(x) =[[t]] sixe X etT'(x) = 7.
On a alorsT* + P : k dans le systéme de Ar.

Démonstration. Au vu de 'encodage des termes et des types, cela se fait facilement pour tous les cas sauf
celui de Iécoute répliquée. Il faut remarquer qu’on peut attribuer au canal utilisé par le serveur (le b de
I’encodage) un poids nul, car on écrit sur b derriére une écoute, donc ’écriture ne compte pas. C’est pour
ca qu’on a besoin que tous les canaux soient de poids au moins un — hypotheése non restrictive car il suffit
de décaler les poids —, car si 4 est de poids zéro par contre cela ne type pas. Cette remarque étant faite, la
dérivation de typage s’écrit et est disponible en figure 8 (seulement le cas ou le canal sur lequel on écoute
n’est pas encapsulé). O

3.5 Comparaison aux systémes similaires
3.5.1 Comparaison avec A1,

Dans [ ] est développé un langage trés similaire a Azt. Au niveau syntaxique, A7, permet de passer
des canaux comme des valeurs de premiére classe (mais on vient de voir que cette capacité peut étre émulée
en An). Le point sur lequel tout differe est le systéme de type. Le systéme de A7, est plus complexe et vise a
obtenir des informations sur I'interface des processus. On est donc en fait plutot du c6té de la vérification de
protocoles entre processus que de la terminaison. Leur systéme laisse passer des termes divergents (comme
celui de la section 2.2). Cependant, il y a un encodage trivial de Aw en A7, qui consiste a assigner a tous
les processus (peu importe leur poids) le type proc.

3.5.2 Comparaison avec le A-calcul a régions.

Dans [ ], R. Amadio présente un systéme pour le A-calcul a régions, qui est une version modifiée
du A-calcul dans laquelle on rajoute des régions : ce sont des cases mémoires dans lesquelles on peut lire et
écrire par effet de bord. Cela permet de modéliser les références, le passage de messages, etc. Le systéme
de type avec stratification permet également d’assurer la terminaison, et la preuve est également basée sur
des candidats de réductibilité. La syntaxe est un peu différente : pour écrire dans une région r on utilise
set(r, x) et get(r) pour lire dedans. La virgule désigne la composition paralléle (et non pas le séquencement),
et pour spécifier la valeur initiale d’une référence avant 'exécution du programme : (r < x).

L’idée de la stratification est d’établir un ordre bien fondé entre les régions de sorte que dans une région,
il ne peut y avoir que du code qui touche & des régions strictement inférieures. Le programme divergent
classique, réécrit en A-calcul a régions donne S, set(b, S) (la virgule dénote la composition paralléle) avec
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S £ (Ak.k (), set(b, k)). Le systéme de [ ] rejette ce terme car dans la région b on place S, un processus
qui écrit sur b. Cette maniére de stratifier est bien siire équivalente 4 celle présentée dans ce rapport°.

La différence principale se situe au niveau de la lecture d’une région. En A-calcul a régions, a cause de
son caractére généraliste, la lecture sur une région ne supprime pas son contenu (en fait une région peut
contenir un nombre arbitraire de valeurs et une lecture sur une région en sélectionne une de facon non dé-
terministe). Cela entraine une lecture immédiate en A-calcul a régions : pas besoin d’attendre que quelqu’un
écrive sur la région en méme temps. Ainsi, I'exemple du spawning (cf. section 3.4) qui est parfaitement ter-
minant en rt-calcul donne en A-calcul a régions S (), (b < S)avec S £ A(). (Ak.k (), (Ax. set(b, x)) (get(a))) (get(D)).
Ce terme diverge (et d’ailleurs il est refusé pour la méme raison que le terme précédent).

De plus, la réduction en A7 est plus générale que celle du A-calcul a régions (call-by-value) et permet
donc plusieurs spécialisations différentes sans changer la preuve de terminaison. En effet, le systéme de
type pour ce calcul est trés fortement lié a I’appel par valeur (effet nul pour les abstractions et les variables)
alors que dans AT, les types contiennent les effets, et donc il n’y a pas de question a se poser de ce coté.

Notre systéme permet donc, en tirant partie de la nature des communications en n-calcul de typer plus
de termes.

4 Soft Amt

4.1 Introduction

On se place a présent dans le domaine de la complexité implicite. Des tentatives pour importer des
méthodes utilisées dans le monde séquentiel (par exemple la soft linear logic [ ]) ont été faites pour
le mt-calcul d’ordre supérieur avec [ ]. Cette approche consiste a utiliser complétement les méthodes
de Soft Linear Logic afin d’assurer une borne “polynomiale”. Il n’est cependant pas encore trés clair ce
que signifie la complexité implicite dans un cadre concurrent. L’objectif de cette section sera de définir un
sous-ensemble de Ast sur lequel on a des bornes sur le nombre de réductions d’un terme correctement typé.

Notons tout d’abord qu’il est facile d’étendre le systéme de [ ] & An. Cependant cela ne donne
pas un systéme trés intéressant car il ne supporte pas le spawning. L’approche utilisée ici sera d’utiliser les
méthodes de Soft Linear Logic pour la partie séquentielle, et d’utiliser les arguments qu’on a déja pour la
partie 7t (& savoir, quand on a a(x).P le poids de P est inférieur strictement au niveau de a).

Le but de la suite de la section est d’exposer les principales idées de la preuve sans forcément la détailler
autant qu’a la section précédente.

On rappelle rapidement les idées de soft linear logic reprises ici : on distingue aux niveaux des types
les valeurs qui peuvent étre dupliquées et celles qui doivent étre utilisées une seule fois : une fonction de
type T — o promet d’utiliser une seule fois son argument (syntaxe : Ax.t) alors qu’une fonction de type
!T — 0 peut utiliser plusieurs fois son argument (mais il y a toujours des restrictions) (notation A!x.f).
Précisément, quand on a un objet de type ! 7, on peut soit I'utiliser autant de fois qu’on veut en tant qu’objet
de type 7 ou une fois en tant qu’objet de type ! 7 (C’est-a-dire le passer a une fonction qui attend un ! 7).

4.2 Présentation du langage

Comme dit précédemment, on ajoute a la grammaire des termes une construction A! x.t, et une construc-
tion !'t. On rajoute la régle de réduction (A!x.t)('u) — t[u/x]. On rajoute dans la grammaire des types la
construction 7. Les regles de ce dialecte sont données dans la figure 4.2. Ces regles définissent un jugement

5. Tout terme bien typé de Ax peut I'étre en attribuant un niveau différent a chaque canal
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A Ht:e LA Fuce I,a:Ch(t);,Art:o ARt T I'(a) = Chy(7)
LA A rt|lutewe AR (a)t:o ;A vFalt) : {k}
Lx:t,Art:e I'(a) = Chy(7) e < {k} ILx:t,Art:o
Ior0: 2 Avax).t: @ ArAlxt!ltT >0
A x:trt:o AFt:T >0 A ru:rt ruDx)=r1 D;AFt:T
TDArAxt:T >0 A, Ay rtuco IAvrx:t ;) 'A,N T

T'rt:t <0
T'rt:o

FIGURE 9 — Régles de SoftAn

I'; Ak t:t.On adeux contextes, 'un pour gérer les variables linéaires qui ne peuvent apparaitre quune
seule fois (A), et qui sera donc géré multiplicativement, et 'autre pour gérer les variables que 'on peut
dupliquer comme on le souhaite (I') qui sera géré additivement. Quelques remarques :
> les variables liées par des réceptions sont supposées dupliquables ;
> on a deux régles pour A!x.t : I'une ou 'on considére que x est dupliquable de type 7 et I'autre ou x
est considéré linéaire de type ! 7.

> la régle pour typer !t dit essentiellement que si on sait typer f en n’utilisant que des variables li-
néaires, alors on sait typer ! f en rajoutant un ! aux types des hypotheses. La notation ! I" désigne un
contexte dont toutes les hypothéses sont de la forme x : ! 7.

Ce systeme vérifie encore la réduction assujettie. Pour assurer la terminaison et la borne de notre sys-
téme, on associe a chaque processus un entier 7(t). Cet entier devra rendre compte de deux phénomenes :
les communications et les f-réductions. On remarque que le type d’un objet en dit long sur les commu-
nications potentielles qu’il peut effectuer : en fait le type d’un objet décrit toutes les communications d
la racine que peut effectuer un terme. Cependant, a un méme type on peut avoir des termes qui font un
nombre différent de B-réductions (par exemple (Ax.0)0 et 0) ou de communications dans un envoi ou dans
une application (@(b{0) || b(x).0) et a{0)). On décompte donc la borne en deux entiers : un pour tenir compte
des communications a la racine et un autre pour tenir compte du reste.

4.3 Terminaison de Soft Ax

Tout d’abord, on fait une hypothése sur les termes : on suppose qu’ils sont typables en attribuant a deux
canaux différents des niveaux différents (ceci est équivalent a la typabilité normale) et on ne considérera
que des dérivations de cette forme. De plus, de maniére classique, nos mesures sont paramétrées par un
entier d, la profondeur du terme : elle représente le nombre d’occurences de la variable (variable de terme
ou de canal) la plus dupliquée apparaissant dans le terme, et on la notera D(t). Notons que D(#) n’augmente
pas au cours de la réduction pour les termes clos, car on ne réduit pas sous les abstractions.

Lemme 8. — Sional; A t:1,alorsil existel”, N tel quea € dom(I' U A) — niveau de a dansT U A soit
injective et qui vérifientI”; A" v t: 7.
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Communication a la racine On s’occupe tout d’abord des communications a la racine en posant une
mesure sur les types, et les termes ayant ce type.
Définition 2. — A chaque type T, on associe un entier noté mg(T) :
> siTt=e alorsmg(’[) =Y _((1+4p;
> sit =!o alors mg(’c) =dmc(0);
> siT =0 — o alorsm§(t) =m§(0")°.
Sit vérifie'; A+ t : T alors on note mc(t) = mc(7) en faisant fi de ’'ambiguité sur la dérivation.

pee

Lemme 9. — Soit t un terme de type 7. Sit — t’ par une communication a la racine, on a mdc(t) > mfi:(t’)
pour tout d > D(t) et pour une certaine dérivation de typage pourt’.

Démonstration. On fait le calcul dans le cas le plus simple ¢ = a(x).P || a(v) — P[v/x]. Notons k le niveau
de a utilisé dans la dérivation de typage de t. Par un lemme de substitution, P[v/x] et P ont méme type et
donc méme m (pour cette dérivation). On peut majorer mg(P) : au plus chaque canal de niveau 0 a k — 1

apparait d fois (ils ne peuvent apparaitre plus) et donc on a mg(P) < Ei{:—; d-@d+1)i=@d+1)F-1<
@ + 1 = m§(a(x). Pllaco)). O

B-réductions et communications cachées Dans les autres cas, on utilise une mesure auxiliaire :

Définition 3. — On définit par induction mutelle sur t (dont on a fixé une dérivation de typage), mg(t) et
md(t) :
mb(Ax. t) = mb(t) ;
mh(t u) = mh(t) + mg(u) +1;
ml(x) = 0;
p _ P Bey.
my(t || w) = my(t) + my(u) ;
My @(t)) = my(t):
my(0) = 0;
mb(a(x).t) = () ;
> mh(tt) = dml(t).
et my(t) = mC(t) +d - n(8).
On retrouve ici les expressions classiques de soft linear logic modulo une subtilité : aux endroits ou on
peut avoir des communications, il faut tenir compte du mC du sous-terme.

v vV vV vV vV VvV V

Lemme 10. — On a les résultats :
> pour tout termet tel que ', x : T; A+t : 0 et pour tout terme u tel que; A - u: T ona mg(t[u/x]) <

mg(t) +d- mg(u).
> pour tout termet tel queI; A, x : T+t : 0 et pour tout terme u tel que ; A+ u:tona mg(t[u/x]) <
mg(t) + mg(u).

Démonstration. Par induction sur la dérivation de typage de ¢. O

Théoréme 3. — Sit — t' etd > D(t) alors my(t) > my(¥').

6. On tiendra compte de ms(a) lors de la seconde mesure, plus particulierement lorsque la fonction sera appliqué a un argument
de type o
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Démonstration. Par induction sur la dérivation de t — #'.
> Si(Ax.u)o — ufo/x]. Alors my(ulo/x]) < mS (u)+d-(m(u)+m5(0)) < mS (u)+d-n(Ax.1) v) = my(t)
(par subject reduction (1[v/x] et u ont le méme type donc méme mC-mesure) + lemme précédent)
> Siona (Al x.u) v — u[v/x], idem que le point précédent en tenant compte des définitions pour la
mesure de ! v. (x apparait au plus d fois dans 1)
> Sionauv — uv’ avecv — v’.Onamy(uv) = mfi:(u v)+d(m§(u)+md(v)+l) > mdc(u v’)+d(m§(u)+
my(v') + 1) ce que I'on veut (car v et v’ ont le méme type donc méme mg—mesure et my(v’) > my(v)
par induction)
> idem sionauv — u'v
idem si c’est a{u) — a{u’)
> sionaa(x).Plla(v) — Plu/x] : grace au lemme 9 on sait que la mesure m€ a décri.. On calcule alors :

v

m$ (Pofx]) + dnty(Plo/x]) < mS () + d(m’(P) + dm (v))
< mS () + dm’(a(x).P) + d(mS (v) + dmh(0))
< mS () + dnily(t) < my(®)
O

Un processus donc effectue au plus mp(t) réductions. Cela fait au pire, pour un terme utilisant n
canaux et avec k la profondeur maximale, un nombre de 1'ordre de |P|”+k : en effet, il suffit que les envois

se trouvent & profondeur k (c’est-a-dire derriére k bangs). Cela confirme 'intuition pour k = 1 oun = 1.

Conclusion

On a vu dans ce rapport un moyen d’allier le A-calcul et le m-calcul tout en ayant des garanties de
terminaison et de temps de calcul. Un tel langage permet d’exprimer a la fois la partie séquentielle et la
partie concurrente d’'un programme et d’étudier leurs interactions.

Notons que la terminaison en n-calcul d’ordre supérieur reste toujours mystérieuse : on a ces deux
facons d’imposer la terminaison, trés orthogonales. Un des premiers objectifs du stage a été d’unifier ces
deux familles (non détaillé ici pour des raisons d’espace, il s’agit d’une unification au cas par cas), mais il
n’en a rien surgi de lumineux.

On s’est également posé la question de savoir si les systémes qui contrdlaient les variables avaient un
équivalent en m-calcul du premier ordre. Il n’a pas été possible de donner une réponse satisfaisante a cette
question.

Enfin, le systéme de Am pourrait étre étendu pour accepter encore plus de termes. La condition e <
{k} est un peu dérangeante : on manipule des multi-ensembles mais on ne profite pas de 'information
supplémentaire (au niveau du typage), pour preuve, la typabilité avec des multi-ensembles ou des entiers
est équivalente. Une fagon d’exploiter cette information est d’utiliser un systéme similaire a celui décrit
dans [ ] (section 4.2). L’idée est de modifier la régle de réception pour tenir compte d’une série
d’entrées : quand on a une série de réceptions a;(x1). ... .4,(x,,).P on ne demande plus que les effets dans P
soient inférieurs au niveau de a,,, mais du multi-ensemble constitué des niveaux des 4;.
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